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Introduccién

Debido a la poca comunicacién entre matematicos y fisicos que ocurre des-
de los estudios de licenciatura, algunas de las més interesantes y profundas
relaciones entre matematicas y fisica son accesibles sélo para los pocos inves-
tigadores que estudian matematicas y fisica a nivel avanzado. Este es el caso
del estudio del oscilador arménico cuantico, un objeto de estudio fundamen-
tal de la fisica-matematica que combina conceptos de fisica y matematicas,
aparentemente sin relacion alguna, ademas se hace un estudio a nivel intro-
ductorio a las simetrias en la mecénica cuantica teniendo como fin tratar un
caso: el atomo de hidrégeno y su degerenacion accidental.

En el presente taller estudiaremos en la primera sesion algunos conceptos
bésicos de matematicas que en las siguientes sesiones se usaran para el estu-
dio de temas basicos de fisica cuantica. En la segunda sesién estudiaremos
a manera de repaso las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) necesarias
en el estudio del Hamiltonisno del oscilador armoénico cuantico y las supersi-
metrias; ademas se da una breve introduccion a la mecanica cuantica. En la
sesién nimero tres estableceremos las supersimetrias en el oscilador armoénico
cuantico generalizado enla recta, las ecuaciones de Bernoulli y Ricatti invo-
lucradas en el calculo de Hamiltonianos acompanantes supersimétricos. En
la cuarta y ultima sesion se usard la factorizacién supersimétrica de la par-
te radial de la ecuaciéon de Schrodinger para el atomo de hidrégeno, lo cual
proporciona operadores de creacién y aniquilacién (o también de ascenso y
descenso) ttiles para obtener las funciones propias y relaciones entre ellas
para la parte radial, ademdas vamos a caracterizar la degeneracion accidental
en el atomo de hidrogeno debida a la existencia del vector constante de mo-
vimiento de Runge-Lenz. Cada sesion estd escrita a manera de capitulo en el
presente trabajo.



Capitulo 1

Matematicas para la Fisica

Objetivos de Estudio del Capitulo: Espacios vectoriales, espacios nor-
mados y con producto interior, operadores entre espacios vectoriales, dos
espacios de relevancia en la fisica de particulas; L*(R) y [*(N).

En todo nuestro estudio usaremos la misma notacion: R para el conjunto de
los ntimeros reales, N para el conjunto de los niimeros naturales y C para el
conjunto de los nimeros complejos. Ademas se utilizaran letras X, Y, Z, M, ...,
para conjuntos, mientras x,y, z,m, ..., para elementos de un conjunto dado
y a través de la discusion relacionada con espacios vectoriales, el campo
algebraico serd I, el cual algunas veces sera R y en otras C.

Definicién 1. Un espacio vectorial sobre el campo F (los niimeros reales o los
nimeros complejos) es un conjunto V' no vacio, dotado de dos aplicaciones:
Suma +: VxV — V
(u,v) +— u+wv
operacion interna tal que:
1) tenga la propiedad conmutativa, es decir
u+v=v+uVuveV
2) tenga la propiedad asociativa, es decir
u+ (v+w)=(utv)+w,Vu,v,w eV
3) tenga elemento neutro 0, es decir
HeV:iu+0=uVueV
4) tenga elemento inverso, es decir
VueV,3—ueV iu+(—u)=0
Producto - .+ KxV — V
(a,u) +— au
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operacion externa tal que:

a) a(bu) = (ab)u,Va,b € K,Vu eV

b) e K lu=uVueV

c) a(u+v) = au+ av,Ya € K,Yu,v € V
d) (a + b)u = au + bu,Va,b € K,Yu € V
Los elementos de IF se llaman escalares.

Los elementos de V' se llaman vectores.

Si supiésemos que V' es un grupo conmutativo o abeliano respecto la suma
ya tendriamos resuelto 1,2,3 y 4.

Definicién 2. Sea V' un espacio vectorial sobre F y U C V no vacio, U es
un subespacio vectorial de V' si:

(a) Yu,v e Uju+v e U
(b) Yu e UVk € F, ku € U.

U hereda las operaciones de V' como aplicaciones bien definidas, es decir, que

no escapan de U, y como consecuencia tenemos que U es un espacio vectorial
sobre I .

Ejemplo 1
Queremos ver que V = R es un espacio vectorial sobre F = R:
Los elementos de V = R? = R x R son, de forma genérica, parejas (z,y) de
nimeros reales.
Definimos la operacion u+v = (21, y1)+ (22, y2) := (@142, y1+y2) = (23, y3)
que pertenece a V', esto implica que la suma de vectores es interna y bien
definida.

D u+v=(x1,y1) + (T2, 92) = (¥1 + 22,91 + 42) = (T2 + 21,92 + 1) =
(x2,y2) + (1,y1) = v+ u, es decir u + v =v + u

2) ut (vtw) = u+t (22, y2) + (23, ¥3)) = ut (22 + 23,92 +y3) = (z1,51) +
((zatas), (yotys)) = (14 (z2tx3), Y1+ (Y2tys)) = (T1+22+ T3, Y1 +Y2+Ys3),
ahora véase que (u+ v)+w es lo mismo, es decir, u+ (v +w) = (u+v) + w.

3) u+(0,0) = (z,y) + (0,0) = (x + 0,y + 0) = (z,y) = u, es decir,
(0,0) =0 cero de V.

4) U= (27, y)7u+(_$7 _y) = (Qf, y)+(—:v, _y) = ($_$7y_y) = (O’ O) =0,
es decir, —u := (—x, —y) en general.



Definimos la operacién au = a(z,y) = (ax,ay) = (x2,y2) que pertenece a
V', esto implica que la multiplicaciéon de escalar por vector es interna y bien

definida.
) ): (a(bz),a(by)) = ((ab)z,(ab)y) =

a) a(bu) = a(b(z,y)) = a(be, by
(ab)(x,y) = (ab)u, es decir, a(bu ) (ab

b) lu = 1(z,y) = (1z, ly) = (z,y) = u, es decir, lu = u.

¢) a(utv) = a((w1, y1)+ (22, 42)) = a(x1+wz,y1+yz) = (a(r1+22), a(y1+
y2)) = (axy + axy, ay; + ays) = (axy,ayy) + (axs, ays) = au + av, es decir,
a(u+v) = au + av.

d) (a+byu = (a+b)(z,y) = (@ +b)z, (a+ by) = (oz + bz, ay + by) =
(azx,ay) + (bx,by) = au + bu, es decir, (a + b)u = au + bu.
Queda demostrado que es espacio vectorial.

Ejemplo 2
Espacios de funciones:

» F(V;R)={f:V — R: f es funcién} espacio vectorial sobre R, con
V' cualquier conjunto.

F(R)={f:R—R: fes funcién} espacio vectorial sobre R.
» C(R)={f € FR):f escontinua} subespacio vectorial de F(R).

= C'(R) = {f € F(R) : f esdiferenciable} subespacio vectorial de
C(R).

= R[z] = {p(x) : polinomios de variable real} subespacio vectorial de
C(R).
Ejemplo 3

Espacios de matrices:
» M,.n(R) espacio vectorial sobre R.
» M.n(R) espacio vectorial sobre R.

Base y Dimensién
Las bases revelan la estructura de los espacios vectoriales de una manera con-
cisa. Una base es el menor conjunto (finito o infinito) B = {v; };cs de vectores
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que generan todo el espacio. Esto significa que cualquier vector v puede ser
expresado como una suma (llamada combinacién lineal) de elementos de la
base, es decir,

a1V, + a0, + ... + anv;,,

donde los ay, son escalares y v;, (k = 1,...,n) elementos de la base B. La
minimalidad, por otro lado, se hace formal por el concepto de independencia
lineal. Un conjunto de vectores se dice que es linealmente independiente si
ninguno de sus elementos puede ser expresado como una combinacion lineal
de los restantes. Equivalentemente, una ecuacién

a1V, + agV;, + ... + ayv;, =0

solo se consigue si todos los escalares ay, ..., a, son iguales a cero. Por defini-
cién cada vector puede ser expresado como una suma finita de los elementos
de la base. Debido a la independencia lineal este tipo de representacion es
unica. Los espacios vectoriales a veces se introducen desde este punto de
vista.

Todo espacio vectorial tiene una base. Este hecho se basa en el lema de Zorn,
una formulacion equivalente del axioma de eleccion. Habida cuenta de los
otros axiomas de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, la existencia
de bases es equivalente al axioma de eleccién. Se puede probar que todas las
bases de un espacio vectorial tienen el mismo ”"tamano”, es decir, cardinali-
dad. A ésta, se le llama la dimension del espacio vectorial, representada por
dimV . Si el espacio es generado por un numero finito de vectores, todo lo
anterior puede demostrarse sin necesidad de acudir a la teoria de conjuntos.
La dimensién de un espacio de coordenadas F™ es n, pues cualquier vector
(x1, 22, ..., x,) puede expresarse de forma tinica como combinacién lineal de n
vectores (llamados vectores coordenadas) e; = (1,0, ...,0), eo = (0, 1,0, ..., 0),
a e, =(0,0,...,0,1), es decir, la suma

T1€1 + Toeo + ... + Tpey,

La dimensién de los espacios de funciones, como por ejemplo el espacio de
funciones definidas en algin intervalo acotado o no, es infinita.

Transformaciones Lineales
Como ocurre con muchas entidades algebraicas, la relacién entre dos espa-
cios vectoriales se expresa por las aplicaciones (funciones) entre ellos. En el



contexto de los espacios vectoriales, el concepto correspondiente se denomina
transformacioén lineal. Se trata de funciones T : V' — W que son compatibles
con la estructura relevante, i.e., preservan la suma de vectores y el producto
por un escalar:

T(v+w)=T(w)+T(w)y,
T(av) = aT (v).

Un isomorfismo es aquella aplicacién lineal 7' : V' — W para la cual existe
una inversa G : W — V. Si existe un isomorfismo entre V' y W los dos espa-
cios se dice que son isomorfos, siendo esencialmente idénticos como espacios
vectoriales, ya que a cualquier vector en V' le corresponde, a través de T', otro
similar en W, y viceversa a través de G.

Dados dos espacios vectoriales V' y W las transformaciones lineales de V'
en W forman un espacio vectorial representado como HomF(V, W) o como
L(V,W).

Una vez se elige una base de V, las transformaciones lineales 7' : V. — W
estdn completamente determinadas por las iméagenes de los vectores de la
base, ya que cualquier elemento de V' se expresa de forma tnica como una
combinacion lineal de éstos. Si los dos espacios tienen la misma dimensién
se puede elegir una biyeccién entre dos bases fijas de V' y W. La aplicacién
que aplica cualquier elemento de la base de V en el correspondiente elemento
de la base de W, es, por su propia definicién, un isomorfismo. Luego todo
espacio vectorial estd completamente determinado (salvo isomorfismos) por
su dimensién, un simple ntimero. En particular, cualquier espacio vectorial
de dimensién n sobre F es isomorfo a ™.

Espacio Vectorial Normado, Espacio de Banach

Un espacio vectorial V' sobre un campo F en el que se define un valor absoluto
(generalmente R o C ) se dice que es normado si en él se puede definir una
norma, es decir, una funcién ||.|| : V' — R, que verifica:

1. No negatividad. Para todo # de V' su norma ha de ser positiva, y serd
cero si y s6lo si 7 es el vector cero: 0 < ||Z]| si £# 0y ||Z]] =0 <= & =0.

2. Homogeneidad. Para todo ¥ de V' y para todo k de [ se satisface
que ||kZ|| = |k|||Z]| donde |.| es el mbdulo o valor absoluto.
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3. Desigualdad triangular. Para todos & e i de V' se cumple que
17+ 71| < {12 + [171].

Generalmente se denotard (V,||.||) al espacio vectorial normado y cuando la
norma sea clara simplemente por V.

= Todas las normas definidas en el espacio son equivalentes, es decir, defi-
nen la misma topologia. La convergencia o divergencia de una sucesion
no depende de la norma escogida. El resultado no es cierto para espa-
cios de dimension infinita siendo siempre posible encontrar dos normas
que no son equivalentes.

= El espacio es completo, es decir, es un espacio de Banach. Como con-
secuencia, todo subespacio de dimensién finita de un espacio vectorial
(no necesariamente de dimension finita) es cerrado.

Espacio Vectorial con Producto Interior, Espacio de Hilbert

El producto interior o producto escalar de dos vectores en un espacio vectorial
es una forma bilineal, hermitica y definida positiva, por lo que se puede
considerar una forma cuadratica definida positiva.
Un producto escalar se puede expresar como una funcién (-,-) : VxV — F
donde V' es un espacio vectorial y F es el campo sobre el que esta definido
V. (-,-) debe satisfacer las siguientes condiciones:

1. Linealidad por la izquierda y por la derecha:
(ax + by, z) = alx, z) + b{y, z) y andlogamente (x, ay + bz) = a{x,y) +
biz, z)

2. Hermiticidad:

(z,y) = (y,2) ,

3. Definida positiva:
(x,x) >0,y (r,z) =0 siysdlosiz=0,

donde z,y, z € V son vectores, a,b € F representan escalares y ¢ es el conju-
gado del complejo c.



Si el campo tiene parte imaginaria nula (R), la propiedad de ser sesquilineal
se convierte en ser bilineal y el ser hermitica se convierte en ser simétrica.
También suele representarse por (-|-) o por -.

Un espacio vectorial sobre el campo R o C dotado de un producto escalar se
denomina espacio pre-Hilbert o espacio pre-Hilbertiano. Si ademaés es com-
pleto, se dice que es un espacio de Hilbert, y si la dimension es finita, se
dird que es un espacio euclideo.

Un ejemplo importante es en el espacio vectorial de las funciones continuas
sobre el intervalo acotado por [a, b], es decir, sobre Cla, b] se puede definir el
producto interior:

frg= [ falgads. (L.1)

Todo producto escalar induce una norma sobre el espacio en el que esta
definido, de la siguiente manera:
2]} = v/ {z, ).

Y se cumple:

(z,y) = 2§ = ||Z]][|g]] cos

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: para x, y elementos en V'

(o) < ]l - [yl

la igualdad se cumple si y sélo si x e y son linealmente dependientes.
Esta es una de la ms importantes desigualdades en la matematica. También
es conocida en la literatura matematica rusa como la desigualdad Cauchy-
Bunyakowski-Schwarz.
Ley del paralelogramo:

lz +yll* + llz = yll* = 2[|z]* + 2[|y||*.

Teorema de Pitagoras: Sean x, y vectores ortogonales, entonces

(1 + llyll* = llz + wl*.

Operadores Adjuntos
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Existe una conexién importante entre un espacio de Hilbert y su espacio dual:
si el campo base son los nmeros reales, los dos son isométricamente isomorfos;
si el campo base son los ntimeros complejos, los dos son isométricamente
anti-isomorfos. El teorema de representacion de Riesz es la justificacion
para la notacién bra-ket usual en el tratamiento matematico de la mecanica
cuantica.

Sea H un espacio de Hilbert, y H’ su espacio dual, consistente en todas las
funciones lineales continuas de H en el campo base R o C. Si x es un elemento
de H, entonces el ¢(z) definido por

G.(y) = (x,y) YyeH

es un elemento de H'.

En matematicas, para todo operador lineal sobre un espacio de Hilbert puede
definirse su operador adjunto. Este es una generalizacion del concepto de
matriz adjunta al caso de espacios de dimensién infinita.

Definicién 3. Dados un vector x € H del espacio, y un operador lineal
A: D C H— H podemos definir el siguiente funcional lineal:
o() =(z,A()) : D = H ; p(y) = (z,Ay)Vy € D

En el caso de que este funcional sea continuo, se dice que A*, el operador
adjunto de A, esta definido sobre x, y su valor viene dado por A*x = z, donde
z es el unico vector que cumple

(z,y) = (v, Ay)Vy € D

esto se tiene en virtud del teorema de representacion de Riesz.

Dos Espacios Importantes

(I) En analisis matemético, una funcién f de una variable real con valores
reales o complejos se dice cuadrado sumable o también cuadrado integrable
sobre un determinado intervalo, si la integral del cuadrado de su modulo,
definida en el intervalo de definicién, converge.

[ e < o

—00
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Este concepto se extiende a las funciones definidas sobre un espacio de medida
que tiene valores en un espacio vectorial de dimensién finita.

El conjunto de todas las funciones medibles cuadrado integrable sobre un
dominio dado forman un espacio de Hilbert sumable, también llamado espacio
L2

La condicién cuadrado integrable es particularmente 1til en mecanica cuanti-
ca ya que constituye la base para las funciones que describen el comporta-
miento de los sistemas fisicos, consecuencia de la interpretacion probabilistica
de la mecanica cuantica. Por ejemplo, para determinar el comportamiento en
el espacio de una particula (sin espin) se utiliza la funcién de onda ¢(x,y, 2)
para la cual debe existir y tener un valor finito una integral de la forma:

+o0o +oo +oo
/ dx/ dy/ dz |p(x,y,2)].

Esta nocién se generaliza a las funciones p-medibles para un nimero p real
positivo, siendo las de cuadrado sumable las que corresponden con el caso
particular p = 2.

(IT) Sea B un conjunto, definimos [?(B), de la forma:

*(B) = {x:B—>C:2|x(b)]2<oo}

Este espacio se convierte en un espacio de Hilbert con el producto interior

(@, y) = x(b)y(b)

beB

para todo = e y en I*(B).

B no tiene por que ser un conjunto contable en esta definicién, aunque si B
no es contable, el espacio de Hilbert que resulta no es separable.

Expresado de manera mas concreta, cada espacio de Hilbert es isomorfo a
uno de la forma [?(B) para un conjunto adecuado B. Si B = N, se escribe
simplemente [2.
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Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales
Importantes en la
Fisica-Matematica

Objetivos de Estudio del Capitulo: Repaso breve de las EDO necesarias
en el estudio del Hamiltonisno del oscilador armoénico cuantico y las supersi-
metrias; ademas se da una breve introduccién a la mecdnica cudantica.

2.1. Ecuaciones Diferenciales (Repaso)

Ecuaciones Lineales y No lineales

Si F' es una funcién, una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) es

F(w7 y7 y/7 y”? A 7y(n)) - O'
La ecuacién diferencial lineal mas general, de orden n estd dada por:

an(H)y™ + a1 (Y + .+ a ()Y + a(t)y = g(t).

Donde los coeficientes a; representan funciones dependientes de t.

Una soluciéon de la ecuacién diferencial serda una ”familia”’de curvas o fun-
ciones del tipo y = f(t), que substituida en la ecuacién la convierte en una
igualdad en la que todos los términos son conocidos.

Un problema de valor inicial es un ecuaciéon diferencial con alguna condicion
al tiempo t = xg, es decir,

13
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d
%Zf(xay)
y(z0) = Yo

o en su forma implicita:

d
f’(w,y,gg> =0 con y(x0) = o

Ecuaciones de Variables Separable
Si mediante operaciones algebraicas es posible expresar la ecuacion diferencial
en la siguiente forma:

M (z)dx = N(y)dy

se dira que es una ecuacion diferencial de variables separables. De este
modo, en cada miembro de la ecuaciéon se tendra solamente una variable.
Para resolver este tipo de ecuaciones basta con integrar en cada miembro:

/ M(z)dz = /yy N(y)dy

Ecuacién diferencial lineal de primer orden
Una ecuacion diferencial es lineal (n = 1) si presenta la forma:

y + P(z)y = Q(x);

y que tienen por solucién:

y(z) = e~/ P@dz (g + / Q(z)e! P(”)d””dx) , CeR

Como se puede apreciar, esta ecuacién es una ecuacion diferencial de Ber-
noulli, con n = 0.

Ecuaciéon de Bernoulli

Una ecuacion diferencial de Bernoulli, que es a su vez una generalizacion
de la ecuacién diferencial lineal (al caso no lineal), fue formulada por Jakob
Bernoulli y resuelta por su hermano, Johann Bernoulli y es de la forma:

y' + P(x)y = Q(x)y".
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Donde P y @ son funciones continuas cualesquiera. En la cual, si se hace la
sustitucién z = y'™", la ecuacién se transforma en una ecuacién lineal con z
como variable dependiente, resolviéndose de manera analoga y cuya solucion
para n > 1 es dada por:

e~ JP(z)dz
y(zr) = CeR

=) [Qw)de+C

Ecuacion de Ricatti
Una ecuacion diferencial tiene la forma de la introducida por Jacobo Fran-
cesco Riccati cuando presenta la forma:

y'(z) + P(z)y* + Q(2)y + R(z) = 0.

Para resolverla, se debe hacer la sustitucion y = y, + %, donde y, es una
solucién particular cualquiera de la ecuacion.

2.2. Brevisima Introducciéon a la Mecanica
Cuantica

La Mecanica Cuéantica es un modelo matematico del mundo fisico. Para des-
cribirlo introduciremos los conceptos de estado, observable, valor esperado y
la ley dindmica.

Estados. Un estado es una descripcion completa de un sistema fisico. En
mecanica cuantica un estado es un rayo en un espacio de Hilbert complejo.
Recuérdese que un espacio de Hilbert complejo es un espacio vectorial sobre
los complejos, que tiene un producto interno (-, -) que es definido positivo y
sesquilineal, es decir, es lineal en una coordenada y lineal conjugado en la
otra, y el espacio es completo en la norma || - | inducida por el producto
interno.

Un rayo en un espacio de Hilbert complejo H es una clase de equivalencia de
vectores u € H bajo la relacion de equivalencia: u ~ v siy sélo si u = zv, z €
C. Podemos tomar como representante de cada clase a un vector unitario
u, (||u]] = 1). Pero nétese que el vector eu, § € R, también representa al
mismo rayo.

Observables. Una observable es una propiedad del sistema fisico que se
puede medir, como la energia, la posiciéon o el momento. En mecanica cuantica
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las observables se representan por operadores autoadjuntos. Es decir, una
observable A es una transformacion lineal de H en si mismo que satisface la
condicion A = A" donde A' es el adjunto de A definido mediante la condicién

(u, Av) = (Atu,v), (2.1)

que debe cumplirse para todo u,v € H.

Valores esperados(Regla de Born, 1926). El valor esperado de una obser-
vable A en un estado u estd dado por el nimero real (u, Au). Por ejemplo,
el valor esperado de A en uno de sus vectores propios u es

(u, Au) = (u, au) = a, (2.2)

aqui a es el valor propio de A asociado con u.

Dinamica. En la representacion de Schrodinger la evolucién de un sistema
cuantico se especifica indicando cémo cambian los estados del sistema con el
transcurso del tiempo. Este movimento de los estados se realiza mediante una
familia de transformaciones unitarias U; de H en si mismo que, de acuerdo
con el Teorema de Stone, estd generada por un operador autoadjunto H,
llamado Hamiltoniano del sistema. De manera que si u es el estado inicial
del sistema entonces u; = Uyu satisface la ecuacion de Schrédinger

%ut = —iHuy,. (2.3)
Ejemplo: Supdéngase que podemos aislar una particula y observar su movi-
miento sobre una linea recta. Es decir, tenemos un aparato que nos permite
detectar las senales que ella emite. Supongamos también que el movimien-
to de esta particula se realiza dentro de un campo que genera una energia
potencial V.

Un modelo de mecénica cuantica para este sistema es el que consiste del
espacio de Hilbert H = L?*(R), el espacio de las funciones medibles en la
recta cuyo moédulo al cuadrado es una funcién integrable. Los estados del
sistema son rayos en este espacio y las observables operadores autoadjuntos
no necesariamente acotados. La observable que corresponde con la energia
total de la particula es el Hamiltoniano

h d?
H= -2 2.4
2m dz? +V (2:4)
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donde V' denota al operador de multiplicacién inducido por la funcion V:
(Vu)(x) = V(x)u(x), h es la constante de Planck reducida y m es la masa
de la particula.

El movimiento de esta particula esta descrito por la correspondiente ecuacién

de Schrodinger

d h d?
ﬁut = ——m—ut -+ Vut, (25)

con la condicién inicial ug = u. Si la particula se encuentra en un estado wuy,
el valor esperado de la observable 1j,4), con a < b, es decir del operador de
multiplicacién inducido por la funcién indicadora del intervalo [a, b], es

ih

00 b
<ut,1[a,b]ut):/ ut(x)l[ayb}(:v)ut(x)dx:/ |y (2) . (2.6)

—00

Este valor esperado se interpreta como la probabilidad de que al medir la
posicion de la particula se obtenga un valor en el intervalo [a, b].

Las particulas, en mecénica cudntica, no siguen trayectorias definidas. No es
posible conocer exactamente el valor de todas las magnitudes fisicas que des-
criben el estado de movimiento de la particula en ningiin momento, sino sé6lo
una distribucién estadistica. Por lo tanto no es posible asignar una trayec-
toria a una particula. Se puede decir que hay una determinada probabilidad
de que la particula se encuentre en una determinada region del espacio en un
momento determinado.

Comunmente se considera que el caracter probabilistico de la mecanica cuanti-
ca invalida el determinismo cientifico. Sin embargo, existen varias Interpre-
taciones de la mecédnica cudntica y no todas llegan a esta conclusién. Segun
puntualiza Stephen Hawking, la mecanica cuantica es determinista en si
misma, y es posible que la aparente indeterminacién se deba a que realmente
no existen posiciones y velocidades de particulas, sino sélo ondas. Los fisicos
cuanticos intentarian entonces ajustar las ondas a nuestras ideas preconcebi-
das de posiciones y velocidades. La inadecuacion de estos conceptos seria la
causa de la aparente impredecibilidad.

2.3. El Oscilador Armonico Cuantico.

Consideremos ahora el caso de una particula moviéndose en una recta bajo
la influencia de la energia potencial correspondiente a un oscilador armoni-
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co clésico, es decir, V(z) = %mwsz, donde w = \/g es la frecuencia de
oscilacion.

La imagen fisica que conviene tener en mente no es la de un sistema masa-
resorte, sino la idea de una caja negra que emite y absorbe energia, propuesta
por Planck en 1900. Si queremos conocer la dindmica del sistema, debemos

resolver la ecuacion de Schrodinger

m? 0?2 1
—%@I/&(x) + Emw2372¢t(17)7 (2.7)

zh%;ﬁt(a:) =

con la condicién inicial ¢;—g(z) = ¥ (x).

Resolvamos esta ecuacion por el método de separacién de variables, es decir,
buscaremos soluciones de la forma v (z) = f(t)¢(x). Derivando y sustitu-
yendo en la ecuacién se obtiene la identidad

th d 1 h d? 1 .
foa’\" = 5@\ amane 5 2.
a0~ g Cam @ g, (29)
que se cumple si existen valores constantes E tales que
L df
hoy =E 2.
Tt 1 (2.9)

iE

de donde resulta f(t) =e nly

h? d?
g () + gmetto(a) = Bo(e), (210)

o equivalentemente Hp = E¢, que es un problema de valores propios para el
Hamiltoniano H.

Por simplicidad de ahora en adelante supondremos que A, m y w son todas

iguales a 1. Con esta convencién tenemos que H = —%j—; + %xQ. Definamos
los operadores P = —i% y @ el operador de multiplicacion inducid(g por
la funcién identidad I(z) = =z, entonces P2¢ = —il(—ile) = —L¢y

(Q*¢)(x) = 2?¢(x), por lo tanto (en el sentido de Dirac) H = 1(P? 4+ Q?);
pero Py () son operadores que no conmutan, de hecho, si denotamos por
[P, Q] al conmutador de Py (), tenemos que

(1P.QUO)) =~ (wo(a) — w(—ioo(r) = i), (21])
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es decir, [P, Q] = —iI. No obstante sigamos la idea de Dirac, si tal factoriza-
cion fuera posible, desarrollando el producto tendriamos
1 1 1

H:aTa+§:ﬁ(Q—iP)\/§

ue es una factorizacién de H—2 1 pero esto es suficiente para nuestro propési-
2
to.

(Q+1iP) + %, (2.12)

Pongamos nombre a los factores de Dirac; sean af = \%(Q —iP)y a =
\%(Q + iP), entonces H = a'a —i—% y ademés [a,a'] = I, [H,a] = —a y
[H,a'] = a.

Si existiera una funcién ¢ tal que agy = 0, entonces Hpy = (a'a + %[ Yo =
%qbo. Es decir, ¢y seria un vector propio de H con valor propio asociado igual
a % Un célculo simple muestra que la ecuacién agy = 0 es equivalente con

%gbo = ¢p, que es una ecuacién lineal de primer orden con solucién general
2

de la forma ¢o(z) = ce~7. Si ademés pedimos que ¢, sea un estado, es decir,
o]l = 1, entonces ¢ = 771 y ¢y resulta ser la Gaussiana ¢g(z) = rie %
que en mecanica cuantica se llama estado fundamental o estado base del os-
cilador armonico cuantico.

La razén de este nombre es la siguiente, como [H, a'] = a', usando repetida-
mente esta relacion resulta que

1
Ha™¢o = a™Hey + [H, ™o = §am¢0 + [H, aT]aT(”_l)d)o +al[H, aT(”_l)]gbo

1
=...=(n+ §)aT”q§0. (2.13)
Es decir, las funciones (a™¢g),>o son vectores propios de H con valores pro-
pios (n + %)nzo- Tomando en cuenta que los vectores propios de un operador
autoadjunto son ortogonales y que ||a'ngy||?> = n!, con un poco mas de tra-
bajo podemos concluir que se cumple lo siguiente.

Teorema 2.3.1. El espectro de H es el subconjunto {n + % in > O} y las fun-

ciones {gzﬁn = (n))"2ai"gy : n > O} forman una base ortonormal de L*(R).

En la figura se muestran las graficas de los primeros elementos de esta base
ortonormal.
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De acuerdo con el método de separacion de variables, a partir de todo esto
podemos concluir que la soluciéon de la ecuaciéon de Schrodinger se puede
representar en la forma

Ui(w) =Y e TG, (),

n>0

2

con Y~ ¢, < 00.

Continuemos con nuestro analisis del oscilador armoénico cuantico, con un
) . 1

calculo simple se ve que a'¢, = (n + %)¢n+17 adp =n2¢,_1y a'ag, = no,.

Noétese que a'a es un operador autoadjunto y su valor esperado en el estado

bn es

<¢"7aTa¢n> = <¢nan¢n> =n.

Por esta razon ¢,, se llama el estado de n particulas. Las relaciones anterio-
res aceptan la siguiente interpretacion: si el oscilador armoénico cuantico se
encuentra en el estado ¢, entonces:

(i) (El operador de mimero) El operador a'a indica el niimero de particulas
p cuanto en ese estado.

(ii) (El operador de creacién) El operador af afiade (o crea) una particula
o cuanto al estado ¢,, incrementando la energia del sistema en hw
unidades.

(iii) (El operador de aniquilacion) El operador a aniquila una particula o
cuanto del estado ¢,, disminuyendo la energia del sistema en hw unida-
des.
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Otra consecuencia importante de la relacién [P, Q] = —il que se llama re-
lacion canonica de conmutacion, es el principio de incertidumbre de Heisen-
berg.

Si se preparan varias copias idénticas de un sistema en un estado determina-
do, como puede ser un atomo, las medidas de la posicion y de la cantidad de
movimiento variaran de acuerdo con una cierta distribucién de probabilidad
caracteristica del estado cuantico del sistema. Las medidas del objeto obser-
vable sufrirdn la desviacian estandar Ax de la posicién y el momento Ap.
Verifican entonces el principio de indeterminacion o de incertidumbre que se
expresa matematicamente como:

Ax - Ap >

DO | St

donde la h es la constante de Planck

@ -
'tf__ i
273 4: \ J\

EEE
ﬁ&, .q__\\

Proposicién 2.3.2. (Principio de incertidumbre de Heisenberg). Sean A y B
dos operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H tales que [A, B] = iC,

donde C' es un operador autoadjunto que conmuta con A y B. Sea u € H un
vector unitario y definase (A*) = (u, A*u) y Var(A) = (A%)—(A)%. Entonces

VVar(A)\/Var(B) > (C).

Demostracion. Nétese que con a = (A) y b = (B) se tiene

((A—al)?) = (A%) — 2a(A) + a* = (A?) — a* = Var(A)

[A—al,B—bI] =iC.
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Entonces reemplazando A y B por A — al y B — bl respectivamente, si es
necesario, podemos suponer que a = b = 0. Ahora

AB = %(AB + BA) + %[A, B] = %(AB + BA) 4+ iC,

por lo tanto
(Au, Bu) = (u, ABu) = R{Au, Bu)+iS(Au, Bu) — %(m (AB+BAY)+2(C).
Consecuentemente

i(\(u, (AB + BA)u)* +(C)*) = [(Au, Bu)|* < || Au|]*|| Bul|*

= (u, A*u)(u, B*u) = Var(A)Var(B).

Esto demuestra que
Var(A)Var(B) > (O)*

]

El principio de incertidumbre simplemente establece una limitacién sobre
nuestra capacidad de medida que nos impide conocer con precision la po-
sicién inicial z(0) y el momento lineal inicial p(0) de un sistema fisico si-
multaneamente.



Capitulo 3

Factorizaciones y
Supersimetrias

Objetivos de Estudio del Capitulo: Supersimetrias en el oscilador armoéni-
co cuantico generalizado en R, las ecuaciones de Bernoulli y Ricatti en el
calculo de Hamiltonianos acompanantes supersimétricos.

3.1. El Oscilador Armonico Generalizado en
R.

Existen muchos potenciales V(z) para los cuales los niveles de energia (va-
lores propios) estan dados por E, = (n + %) w; estos se conocen como po-
tenciales generalizados del oscilador arménico cuantico. En esta seccion usa-
remos el método de factorizacién unilateral [8] para construir estos poten-
ciales cuanticos generalizados y en tal construccion serd necesario resolver
una ecuacion diferencial de Ricatti siendo esto ultimo una aplicacion maés a
la fisica-matematica de las ecuaciones diferenciales no lineales; la utilidad de
estas factorizaciones fue observada por primera vez por Schrodinger en [1].
De la ecuacion (6) tenemos, con H el Hamiltoniano de (5)

1

aa' = H + 5] (3.1)
.I. 1
aa:H—él. (3.2)

23
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Ahora consideremos a priori un operador b que junto con su adjunto nos
daran la factorizacién unilateral del Hamiltoniano H:

1
bN:H+§L (3.3)

donde por analogia con la ecuacion (3) el operador b tendra la forma

- % [% + f(:z:)] (3.4)

donde f es una funcién real de variable real en C*(R). Entonces

b= % [—% + f(x)] (3.5)

De la primera relacién de conmutacién en (9), tenemos que f debe satisfacer
la ecuacion diferencial no lineal de Ricatti
df o _ o
— 4+ =2+ 1 3.6
Ty (30)
Una solucién trivial de (16) es f(x) = = y esto reduce al caso b = a, existen
otras soluciones de (16). De la teora estdndar de ecuaciones diferenciales
ordinarias; la ecuacién (16) se reduce a una ecuacién diferencial de Bernoulli
[10] con el cambio de variable

flx) =z +g(2),
donde ¢ es una funcién de la misma clase que f; en efecto,

d o P=1+d@+ @ty =241

de donde
g'(x) + 2zg(z) + g°(z) = 0;

esta ultima ecuacion diferencial tipo Bernoulli, se reduce mediante el cambio

g(x) = G(lm), siendo g(x) # 0 a la ecuacién diferencial lineal de primer orden

dG
—_— — 2 — 1 pu— .
I G 0 (3.7)
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cuya solucién general es

G(z) = <ﬂ + /w e‘“zdu> e, BER
0

luego
y finalmente
asi para f € R

y por lo tanto

de donde calculando

1d® 1 d e
bob=—-—+-2"— — | ———
2d? 27 @ <5+f0$ eu2du>

luego
|
bo=H— =1
2
donde v
H=—-—>— 147V
con

1 d e
Vig) = 2= o [
(z) 2" T dx <ﬁ+ IN e“2du>

25

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

el operador b'b produce nuevos Hamiltonianos con excepcién del caso f = oo.

De la ecuacién (22) obtenemos

. 1 1 1
Hbl = (b*b + 51) bl = bf (bbT - 51) = bl (H + 51) ,
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por lo tanto, si como en la ecuacién (10) denotamos por v, al estado n-ésimo
del oscilador armoénico cuyo Hamiltoniano es H y ¢, al estado n-ésimo del
nuevo sistema cuyo Hamiltoniano es H, entonces para cada n € N

On(r) = cyhp_1(x); ¢, es una constante, (3.15)

o bien,

Ho, = (n + —) On (3.16)
para cada par m,n € N calculando

<¢m7 ¢n> = Emcn<wm—1; bbTwn—1> = Emcnnfsm,n; (317)

y por lo tanto ¢, es un vector normalizado si ¢, = n-: para cada n € N.
Ahora si existe un vector (estado) ¢q tal que bgy = 0, entonces (P, o) = 0
para cada n € N. Entonces de la ecuacion (22)

. 1
Hog = §¢>0, (3.18)
y asi ¢g es el estado base de H. Para determinar los valores de 3 para los
cuales los estados ¢,, n =0, 1,2, ... existan, consideremos la desigualdad
v 1
/ e du| < 5\5, (3.19)
0

obtenemos que
1
18] > 5\/7?. (3.20)

Por lo tanto los Hamiltonianos dados por (23) forman una familia 1-paramétri-
ca de Hamiltonianos si ( satisface la desigualdad (30). En la préxima seccién
veremos que H + %I y H— %I son companeros supersimétricos.

3.2. Supersimetria del Oscilador Armodnico.

En [2] Witten define el dlgebra de un sistema cudntico supersimétrico, la
cual se deriva del algebra de supersimetria de la teoria de campos. En siste-
mas cuanticos supersimétricos, existen los operadores de carga ();, los cuales
conmutan con el Hamiltoniano (supersimétrico) del sistema Hy,s,, es decir,
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(Qiy Hsusy] = 0, 1=1,2,...,N (3.21)
y cumplen con las relaciones algebraicas
[Q’HQJ] - 6insusy7 Z,j — 1,2,...,N. (322)
Para el caso N = 2, podemos definir
1 1

V2 V2

y estos nuevos operadores obedencen las relaciones algebraicas

Q=—"7=(Q+iQy), Q (Q1 — iQ2) (3.23)

How = {Q,Q"}, @Q*2=Q" =0 (3.24)

consecuentemente,

[Q7 Hsusy] = [QT7 Hsusy] =0. (325)

Podemos representar a nuestros operadores de carga como las matrices 2 x 2

0 0 0 AT
_ T
e-(50) o-(00)
donde A es un operador lineal y A es su adjunto. Ahora el Hamiltoniano
supersimétrico tiene la representacion

ATA 0 H 0
HsusyZ{Q;QT}:( 0 AAT>:< 0 H+)

donde hemos denotado a los operadores hermitianos ATA y AAT como los
Hamiltonianos H_ y H, respectivamente y estos resultan semidefinidos po-
sitivos. Es sencillo probar que si ¢~ es un vector propio (eigenestado) de H_
con valor propio positivo £, entonces

H oy~ =ATAYy~ = E~ ¢~

entonces ¢t = (E_)_%Adf es un vector propio normalizado de H, con valor
propio Et = E~

Hyt = (B7) 2 AAT Ay~ = By,



28 CAPITULO 3. FACTORIZACIONES Y SUSY

de la misma manera podemos ver que A" transforma un vector propio de
H, en uno de H_ con los mismos valores propios o niveles de energia. Esto
puede escribirse como

o(3)-(2) «()-(*)

Este resultado es natural teniendo en cuenta que construimos los operadores
de carga (31) para cumplir con el dlgebra (34). En nuestro caso de (14) y
(15) tenemos que

A:b:%{dix—i—f(x)}, AT:bT:%[—%Jrf(UC)},

donde f(x) como funcién de z es llamado superpotencial, y de (21) y (22),
bb=H_, bb'=H,;

resultan ser companeros supersimétricos.

Conclusién

la mecanica cudntica supersimétrica implica la existencia parejas de Hamil-
tonianos que comparten una relacién matematica particular, a dichos Hamil-
tonianos se llaman Hamiltonianos companeros. Por cada estado propio de un
Hamiltoniano, su acompanante tiene un estado propio que corresponde con
la misma energia (con la posible excepcién del estado base). Este hecho pue-
de ser explotado para deducir muchas propiedades del espectro; esto resulta
analogo a la descripcion original de la mecanica cuantica supersimétrica, la
cual se referia a los bosones y fermiones. Podemos imaginar un “Hamilto-
niano bosoénico” cuyos estados propios son los estados de los bosones de la
teoria cuantica estandar, el companero de este Hamiltoniano supersimétrico
serfa “fermiénico”, y sus estados propios serian fermiones de la teoria cuanti-
ca estandar. Cada bosén podria tener un socio o compainero fermion de igual
energia, pero, en el mundo relativista, la energia y la masa son intercambia-
bles, asi que podemos decir con la misma facilidad que las particulas tienen
masa socias o comparneras iguales.

Como hemos visto en el presente trabajo, de las aplicaciones de la ecuaciones
diferenciales a la mecanica cuantica; resolver una cierta ecuacion no lineal
(tipo Ricatti) nos da como resultado obtener Hamiltonianos supersimétricos
para un sistema cuantico.



Capitulo 4

Aplicacion: Factorizacion
Supersimétrica y la
Degeneracion Accidental del
Atomo de Hidrégeno

Objetivos de Estudio del Capitulo: Aqui se usa la factorizacién super-
simétrica de la parte radial de la ecuaciéon de Schrodinger para el dtomo
de hidrégeno, lo cual proporciona operadores de creacién y aniquilacién (o
también de ascenso y descenso) utiles para obtener las funciones propias y
relaciones entre ellas para la parte radial, asi como caracterizar su degene-
racion accidental, como una propiedad caracteristica de un Hamiltoniano
supersimétrico. Por otra parte, la degeneracién accidental en el atomo de
hidrégeno [6], es debida a la existencia del vector constante de movimien-
to de Runge-Lenz, cuyas componentes junto con las del momento angular,
forman un dlgebra de Lie de SO(4).

4.1. El Método de Factorizacion de Infeld

Se considera la ecuacién de Schrédinger para un potencial V(z,[), donde
[ € 7Z es un nimero cuéntico

29
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h d*Y (1)
o CEE D V)Y (1) = BY (21), (4.1)
Para la forma estdndar de la ecuacién anterior consideremos r(x, 1) = —%L(I’l)
vA= Q"gE:
d?Y (x,1
% +r(z, )Y (2,0) + AY (2,1) = 0. (4.2)
T

De acuerdo a Infeld y Hull [7], la ecuacién (4.2) se puede factorizar, si es
posible hallar dos funciones f(z,1) y L(l) que definen a los operadores A; y
Al

A= f) - (43)
Al = fla,0) + d%, (4.4)

tales que cada una de las siguientes ecuaciones sea equivalente a la ecuacion

(4.2)

Al A Y (2,0) = (A= L+ 1)Y (x,1) (4.5)

ALATY (2,1) = (A = L(1))Y (x,1) (4.6)

La idea fundamental es que los operadores A; y AlT se usaran como operadors
de ascenso y descenso respectivamente y se pueden obtener relaciones de re-
currencia para las soluciones Y (x, ) de la ecuacién (4.2) o entre las soluciones
de las equivalentes (4.5), (4.6) para el mismo valor de \.

Si Y(x,l) es solucién de la ecuacién (4.5), entonces Y(z,l + 1) = A)Y (z,1)
es solucién de (4.6) con la misma energia para el entero [ + 1 y similarmente,
si Y (x,1) es solucién de la ecuacién (4.6) entonces Y (z,1 —1) = AlY (x,1) es
solucién de (4.5) con la misma energia para el entero [ — 1.

La equivalencia de (4.5), (4.6) y (4.2) nos permite, sustituyendo los operado-
res de ascenso y descenso obtener:

—r(z,1) = f*(x,1) — f'(2,1) + L) (4.7)

—r(z,0) = fP(z, 1+ 1)+ f(z, 1+ 1)+ L+ 1) (4.8)
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de donde, si el potencial r(z,[) es conocido se obtiene:

Lr'(z, 0l — 1) +7'(z,])

flz,l) = 2 r(z, 1 —1) —r(z,1) (4.9)

L) = —%(r(az,l ) (@ D) — 20). (4.10)

No para cualquier potencial r(z,[) la factorizacién es posible. Infeld y Hull
[7] establecen que hay seis tipos de potenciales para los cuales el método de
factorizacién es aplicable y cuando la dependencia de f(x,1) esté restringida
a tomar valores de potencias finitas de [.

Siguiendo el método [7], si la funcién L(l) es creciente, entonces una condicién
para que existan soluciones en L*(R) es que

A=\, =L(n+1), nelZ.

Las ecuaciones (4.7) y (4.8) relacionan los potenciales r(z,l) y r(z,l + 1),
asociados a una sucesion de ecuaciones de Schrodinger para los pardmetros [
y [+ 1. Se dice entonces, que tales potenciales son asociados o acompanantes,
y a las ecuaciones de Schrodinger o Hamiltonianos de la sucesién determinada
por ellos, se les llama también asociados o companeros.

De las ecuaciones (4.5) y (4.6) las dos ecuaciones de Schrodinger asociadas a
los potenciales (z,l + 1) y r(x,l) con la misma energia A,

&Y (z,1+ 1)

12 + (@, +1)Y (2, +1) + AY (2, + 1) = 0. (4.11)
2
% + (2, )Y (2,1) + XY (2,1) = 0, (4.12)
€T

cuyas soluciones estan relacionadas por los operadores de ascenso y descenso.
La factorizacién de Infeld-Hull puede escribirse en el lenguaje de la mecanica
cudntica supersimétrica de Witten [2], definiendo las cargas @, y QlT

0 0 0 Al

las cuales determinan el Hamiltoniano supersimétrico Hy,s, por el anticon-
mutador
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A4, 0 Hy 0
Hsusy:{eran}:( zol A,A})I( 0+ H_)

En esta ecuacion los Hamiltonianos companeros H, y H_ corresponden a
las ecuaciones equivalentes (4.5), (4.6) o (4.11), (4.12), con los indices corres-
pondientes para el pardmetro [. Las cargas ), J; satisfacen, también, las
relaciones de una cierta dlgebra supersimétrica

QF = Q" =0=[Q[Q, QQ]] (4.13)

[Hsusy7 Ql] = [Hsusy> Q” = 0. (414)

La ecuacién (4.14) nos dice que los Hamiltonianos H,, H_ tendran el mis-
mo espectro salvo el estado base, y para el nimero cuantico principal n las
funciones Y (xz, () estaran degeneradas respecto al nimero cuantico /.

4.2. El Atomo de Hidrégeno

La forma radial de la ecuacion de Schrodinger para el potencial de Coulomb

V(r) = —%, en el que e es la carga del electron y r es la distancia del electrén
al nucleo,
h 1 d? (+1) ,
o gy V) S B|RG) =0, (4.15)
la cual se puede escribir como:
d l(I+1) n 1
—_— — —— )| Y(x,l) =0. 4.16
S E =Y (4.16)
mediante los cambios de variables Y (r,1) = rR(r, 1), x = %, A= —%, don-

dea = mh—; es el radio de Borh y el espectro de energia E = —%, conn € N.
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- Electron

. + Proton

La ecuacion (4.16) se puede factorizar, mediante los operadores

1 n d 1 n d
A:<—————), AT:<_—— —>; 4.17
: x 20 dx ! x 2l * dx ( )
y estos a la vez determinan dos Hamiltonianos acompanantes:
+ 1 77/2
H Y (x,1) = AAY (z,1) = Z(l_ —1)Y(z,1), (4.18)
t 1 TL2
H. Y (2,1 —1)= A AY (2,1 - 1) = 1(5_2 - 1Y (z,1 - 1); (4.19)
aqui A = —1 y L(l) = —% son parametros.

En este caso los operadores de ascenso y descenso en las funciones de onda
actian por

AY,(xz, 1 —1) (n—=0n+1)Y,(x,1) (4.20)

T2

AlY,(z,1-1) (n—0)(n+1)Y,(z,1—1). (4.21)

]
Tenemos que, para el estado base normalizado

Yo(z,n—1) = Lx”e_ ,
an(2n)!

NI
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se tiene

1 n d
AY, (zn—1 (———_u—ﬁ;, —1)=0
o, )= x 20 dx (z,n )
Luego aplicando reiteradamente el operador de ascenso, podemos llegar a

que la funcién de onda es:

noio1 | (n—=1—=1)! 2 —Z 1+17204+1
Yo(z, 1) = (-1) i pE| " Ly (), (4.22)
en la que
B o (D Y d ka1 .
2 @) = a eyt T [ 2 D),

k=l+1

aqui n — k = [, la expresion anterior es un polinomio de gradon —[ — 1 en
x y esta relacionada con los polinomios asociados de Laguerre.

Los ntimeros cuanticos no son independientes unos de otros por lo que el
nimero de combinaciones posibles est limitado. Las restricciones son las si-
guientes:

n=123,..
1=0,1,2,..,n—1
m=—l,—(1—1),..,0,...1 —1,1.

En el caso de los atomos hidrogenoides al no haber interacciones entre elec-
trones, pues solo hay uno, la energia de los orbitales atémicos puede ser
calculada analiticamente de forma exacta. Los valores de energia permitidos
son

donde Z es el numero dtomico y Fj, es la unidad atomica de energia o de
Hartree!

Como se puede ver, la formula sélo depende del ntimero cuantico principal.
Esto confiere a los diferentes estados de energia y es lo que se denomina

fisico Douglas Hartree
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degeneraciéon accidental. Por ejemplo, para n = 2 existen cuatro estados
posibles, 200, 210, 21 + 1 y 21 — 1, con la misma energia para [ = 0 que
para [ = 1. Pero dado que la funcién de energia sélo depende de n y no
de [, todos ellos tendran, en principio, la misma energia (la degeneracién
en m es consecuencia de la invariancia bajo rotaciones de todos los poten-
ciales centrales). Esta aproximacién en la medida de los niveles de energia
recibe el nombre de estructura gruesa. Sin embargo, el hecho de que la de-
generacion sea accidental es debido a que no aparece para otros potenciales
centrales, sino justo para un potencial que decaiga exactamente como el de
Coulomb, o sea, exactamente con el inverso de la distancia. Clasicamente
esta dependencia con la distancia en la energia potencial hace que se pueda
construir una cantidad vectorial (el vector de Runge-Lenz) que permanece
constante en el movimiento. Cuanticamente, las componentes del operador
vectorial que representan al observable vector de Runge-Lenz no conmutan
con el momento angular orbital al cuadrado, lo cual garantiza que tengamos
estados linealmente independientes con el mismo autovalor de la energia y
diferente autovalor del momento angular orbital al cuadrado: o sea, lo que
hemos llamado degeneracin accidental. En realidad, existen tres correccio-
nes distintas que hacen variar sensiblemente el valor de la energia de dichos
niveles rompiendo esa degeneracion y es la denominada estructura fina del
atomo de hidrégeno o hidrogenoide. En los dtomos multielectronicos en la
aproximacién de campo central, el potencial apantallado que sienten los elec-
trones y que tiene en cuenta en parte la repulsion interelectréonica ya no es
tipo Coulomb (no decae con el inverso de la distancia al nicleo) y no hay
degeneracion accidental.

Como es conocido en mecanica cuantica, la degeneracién accidental del es-
pectro de energia es debida [6] a la existencia del vector de Runge-Lenz,

nhoo ..
2m€2[L><P—p><L]+n;

A’:

Las componentes de este vector, junto con las del momento angular L satis-
facen el élgebra de Lie del grupo SO(4). Ademds se puede probar que los
operadores de ascenso y descenso AlT y A; provocan la degeneracién accidental
en los niveles de energia en el dtomo de hidrégeno [6].
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